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If I” is a C’ positive function on a compact riemannian manifold of dimension 
n > 3 md metric g, we detine a conformal invariant r( R’) and we prove that if v(R’I 
is sm; II enough, R’ is the scalar curvature of the manifold endowed with a metric 
confo.mal to g. Then we are interested in the case of the sphere S, and finally in 
Yamabe’s problem. 1 1987 Academic Press. Inc. I
Soi R’ une fonction positive de classe C’ sur une variete riemannienne compacte 
de di!nension n > 3. de metrique g. On d&tit un invariant conforme \I( R’) et on 
montl e que si v( R’) est suffkamment petit, R’ est la courbure scalaire de la varieti 
munit dune mttrique conforme a g. On regarde ensuite ce que donne ce resultat 
dans le cas de la sphere S,z, puis on s’interesse au probleme de Yamabe. m( 1987 
Acaden ic Press. Inc. 
Soit 1:’ une fonction numtrique de classe CX sur une variett rieman- 
nienne compacte V de dimension n > 3 de metrique g. Quelles conditions 
doit verifier cette fonction pour &tre la courbure scalaire de V munie d’une 
mitriqm g’ conforme a g? 
Les resultats obtenus jusqu’ a present en rtponse a ce probleme sont les 
suivants Pour une variett riemannienne V de mttrique g et de courbure 
scalaire R, considirons l’invariant conforme p( V, g) dttini par la borne 
inferieur : de 4((n- l)/(n-2)) j,, IVql’+j,. Rcp2 lorsque ~EH,(V) et 
II cp II Zn,(n ~~ 2) = 1 (Aubin T [ 11). On distingue alors trois categories de 
varittts riemanniennes suivant le signe de p( k’, g). 
(1 ) Si p( V, g) ~0. KazdanWarner [5] ont montre que toute 
fonction R’ < 0 de classe C” r&pond au probleme (Theortme 4.1). 
(2) Escobar et Schoen ont etudie le cas p( r/, g) = 0 dans un recent 
article [ 1 l] lorsque V est localement conformement plate. 11s supposent 
que R’ krifie la condition suivante: II existe un point P, de V ou R’ est 
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maximum et oti tomes les derivtes de R’ d’ordre plus petit ou egal a n - 2 
s’annulent. Alors R’ est la courbure scalaire de V munie dune metrique 
conforme a g si et seulement si R’ change de signe et j,,. R’ < 0. 
(Theoreme 3.1). Si la dimension de I/ est 3 ou 4, la conclusion est vraie 
sans supposer la variete localement conformement plate (Theoreme 3.3). 
(3) Si p( v, g) > 0. Peu de resultats ont ttt obtenus. Dans cette der- 
niere categoric rentre la sphere S,, oti le probleme fut initialement pose par 
Nirenberg. Dans ce cas Kazdan-Warner [S] ont montre que R’ ne peut 
repondre au probleme que si la fonction VR’VF n’est pas de signe constant 
sur S,,, et ceci quelque soit F une fonction propre de la premiere valeur 
propre non nulle du Laplacien d. 
On peut remarquer qu’une telle obstruction ne peut avoir lieu que sur la 
sphere. En effet d’apres un recent resultat de Richard M. Schoen [S], si la 
variete V n’est pas conformement equivalente a la sphere p < n(n - 1) WY, 
on peut alors appliquer le resultat de Aubin [ 11: Sur toute varittt rieman- 
nienne I’,, , II 2 3 pour laquelle ,U < n(n - 1) w$” on peut mettre en evidence 
un reel I >O tel que pour toute fonction S(X) b0 C” sur V,, verifiant 
SUP ~;t v, J(x) < E, il existe une metrique g’ conforme a la metrique initiale g, 
telle que la courbure scalaire R’ = p( 1 -f). Dans le cas de la sphere Aubin 
[2], par un thioreme non lineaire de Fredholm montre qu’il existe une 
fonction propre F de la premiere valeur propre non nulle de Laplacien, 
telle que la fonction R” = R’ - F reponde au probleme, mais on ne connait 
pas de condition sur R’ pour que F soit nulle. Si R’ prend la m&me valeur 
en deux points diamttralement opposes sur S,,, on peut montrer en 
utilisant les resultats de Aubin T. [3] sur les meilleures constantes dans les 
inegalites de Sobolev et en se placant sur l’espace projectif reel que R’ 
repond au probltme. Ce dernier resultat apparaitra ici comme cas par- 
ticulier du corollaire 1. 
Dans cet article on ne considerera que les varietes pour lesquefles 
/l( r;‘, g) > 0. Le resultat principal est enonce dans le theoreme. Le cas de la 
sphere est traite dans la partie II. 
On termine cet article en regardant ce que donne le theoreme dans le 
cadre du probleme de Yamabe. Les resultats &on&s ici gentralisent les 
resultats obtenus dans Vaugon [9]. 
Dans l’article [ 111 traitant du mCme probltme, Escobar et Richard, M. 
Schoen obtiennent dans le cas de la sphere, un resultat du mCme type que 
ceux obtenus dans cet article. Ce resultat est tnonct a la tin de la partie II. 
NOTATIONS ET DEFINITIONS 
Sur une variite riemannienne compacte V de dimension n > 3, de mttri- 
que g on note: 
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1 cp: l’integrale sur V de la fonction cp pour la mesure associee a la mttri- 
que g (ou a une mttrique conforme a g lorsque ceci sera precise). 
so cp: ‘integrale de la fonction cp sur une partie integrable Q de C’, 
L,: l’espace des fonctions definies sur V a valeurs reelles, de puissance p 
intigrabes, la norme dans L, est notee 1) /I,,. 
Hf: l’:space de Sobolev sur V; complete pour la norme 1) cp 11X: =
II Vcp II f + 11 cp II s de l’espace des fonctions de classe C” ( V). 
F: le groupe des isometrics de I/ relativement a la metrique g. 
S(e): le groupe des isometrics de 1 relativement a la metrique eJ,“-’ g 
lorsque IZEC”(Y), $>O. 
On fait optrer naturellement ces groupes a gauche sur l’ensemble 9 des 
fonctionr numeriques sur V en posant pour G E 9 ou 0 o F( rl/) et .f E 9: 
af = f ,-, T ‘. On dira que f E .F est invariante par CT si a,f’ = ,f: 
Y(R’, I,$): le sous groupe de F($) qui laisse R’ invariant. 
0, e( $ I, 0( R’, (I/): les ensembles de fonctions cp E C” ( V), cp 2 0 qui sont 
invarian es respectivement par 3, F($), T( R’, $) 
rr(R’, II/)(.x)=card{a(x)/o~~(R’, $)l 
pour .K E v, 
y( R’, i,b) = Sup( R”‘~ “‘“(x) m -’ “(R’, $)(x)) 
lorsque x parcourt V, 
pour cp et 4 E Hf. 
J(cp)=hcp. CPL 
AR’, $) = infJ(cp$) 
lorsque cpeH(R’, $)et * R’(cJ#)~““~~~‘= 1
J 
p==(l, l)=infJ(cp) 
lorsque cp 2 0 et ! . v’“+~ ” = 1. 
p est une caracteristique de la varitte (V, g) et est un invariant 
co~lforme (Aubin [ 1 ] ). 
.l(R’)=inf(p(R’, $)y(R’$)) lorsque $ E C”(v), II/ > 0. 
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I. PROPOSITION 1. \f(R’) est un invariant conforme. 
PROPOSITION 2 (Aubin [ 1 ] ). Pour que R’ > 0, non identiquement nulle, 
soit la courbure scalaire de V relativement ri une mktrique g’ conforme ri g il 
est nkcessaire que p > 0. 
TH~OR~ME. Soit ( V, g) une variktt riemannienne compacte de dimension 
n > 3 telle que p > 0. Soit R’ 3 0 une fonction non identiquement nulle, de 
classe C” sur V. 
(1) Si \*(R’)<(n(n-2)/4)w:” oti w, est Faire de la sphere S, de 
rayon 1 alors R’ est la courbure scalaire de V relativement ci une mttrique g’ 
coqfornze ti g. 
(2) La conclusion reste vraie si \I( R’) = (n(n - 2)/4) co;““) lorsque il 
tpriste I,!I > 0 de classe C” et cp E tI( R’$) v&jiiant 
s R’(q$)2W!(fl 2) = n(n - 2) ,;,i 1 et J(p)) y(R’, $) = 4 w; . 
II. LE CAS DE LA SPHPRE 
Soit S,, la sphere de dimension n munie de sa mttrique standard g. 
Sans restreindre la gtntralitk, on la considkrera normle: j 1 = 1. 
Comme le groupe des isomktries est parfaitement connu, les r&hats 
obtenus comme corollaires du thkortme sont prkcis et facilement 
utilisables. 
Rappelons que pour -YES,, m(R’, l)(x)=card{a(x) 1 o~e(R’, 1)). 
COROLLAIRE 1. Soit R’ > 0 non identiquement nulle, de classe C’” sur S,. 
Si pour tout XE S,(R’(x)/J R’)(“-2”‘2 < m(R’, l)(x) alors R’ est la courbure 
scalaire de S,, relativement ci une mhtrique g’ conforme ci g. 
Le corollaire suivant a ttl tnonck uniquement pour la dimension paire 
dans Vaugon [9]. 
COROLLAIRE 2. Soit R’80 une fonction radiale de p6le P non identi- 
quement nulle, de classe C” sur S,. 
Si R’(P) < j R’ et R’( P’) Q s R’ ori P’ est le p6le diamktralement opposk 
ri P. Alors R’ est la courbure scalaire de S, relativement ci une mktrique g’ 
conforme h g. 
COROLLAIRE 3. Soit R’ >, 0 une fonction radiale de p81e P non identi- 
quement nulle, de classe C” sur S, avec n 2 4. 
186 MICHEL VAUGON 
Soit P le pole tel que R’(P) > R’(P’) ok P’ est le pole diametralement 
oppose c’ P. Si AR’(P) < 0. Alors R’ est la courbure scalaire de S, 
relativement a une metrique g’ conforme a g. 
Remarque. Les classes de fonctions R’ determintes par les corollaires 1, 
2, et 3 p< uvent naturellement s’ttendre, en remarquant que si R’ repond au 
problemc il en est de m&me de R’o p ou p est une transformation conforme 
de la spt ere. 
Resultat de J. F. Escobar et R. M. Schoen 
Si f e!t un groupe fini non trivial d’isomttries de s” operant saris points 
fixes et si R’ est une fonction sur s” qui verilie: 
(i) R’ est invariante par r. 
(ii) R’ est positive quelque part. 
(iii) 11 existe un point p,, ou R’ est maximum et ou toutes les derivtes 
partielle: de R’ s’annullent jusqu’a l’ordre n - 2 alors R’ est la courbure 
scalaire 11e S,, relativement a une metrique g’ conforme a g. 
III. LE PROBL~ME DE YAMABE 
Sur me variete riemannienne compacte de dimension n > 3, le probleme 
pose lonque R’ =c”’ n’est autre que le probleme de Yamabt [lo]. 
Notorsv=~~(l)=Inf(~(l,IC/)~~(l,~))lorsque~~C’(~‘),I//>O.~~estune 
caracteristique de la variete riemannienne t est un invariant conforme, de 
plus 1’ f u. Le theortme nous donne ici: 
COROLLAIRE 4. Si, pour une variete riemanienne compacte de dimension 
n > 3 \I<: (n(n - 2)/4) o$“, cette variete a la propriete de Yamabe: il existe 
une metrique conforme telle que la courbure scalaire soit constante. 
En particulier on retrouve le theoreme 6.7 de Aubin [3]. 
Pour Jeaucoup de varittes v <p. Remarquons par exemple que pour les 
varittes conformement equivalentes a la sphere S, de dim n 2 3, et pour 
toutes 1~ s varietts de la forme S, x V lorsque Y est une variitt rieman- 
nienne compacte de dimension n 2 3 - p, v = 0. 
Le ccrollaire suivant, deja &once dans Vaugon [9], gtneralise un 
rtsultat de Aubin [ 11. 
COROI~LAIRE 5. Si pour une variete riemannienne compacte V de dimen- 
sion n 2 3, que fan suppose norm&e: S 1 = 1: 
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j- R < n(n - 1 )(rn~Q”~, oli R est la courbure scalaire de V et m = 
inf,. ,’ (m(l, 1 N-x)). 
Alors V a la proprikte’ de YamabP. 
Remarque. Rtcement, Schoen R. [7] allirme avoir resolu le probleme 
de Yamabe en montrant que pour toute variete riemannienne compacte de 
dimension n 3 3 non conformement Cquivalente a la sphere ,U < 
(n(n - 2)/4) Co::‘“. Ce resultat se traduit ici: pour toute variett riemannienne 
compacte de dimension n > 3 1’ < (n(n - 2)/4) wzin. 
IV. DEMONSTRATIONS 
Dkmonstration de la proposition 1. Soit g’ une metrique conforme a g: 
g’ = b4.“’ - ” g avec 4 E Cr( V) 4 > 0. I1 suffit de remarquer que, si I’on note 
y’, I’, p’, r’ les 7, I, p, 1’ lorsqu’ils sont pris relativement 1 la metrique g’: 
f(R’. $)=y(R’, 4$j, I’(v) = I(&)7 P’(R’, ti I= AR’, $$I. 
11 s’ensuit: \I’( R’) = v( R’). 
Dkmonstration du thPorPme. L’existence d’une metrique g’ conforme a g 
telle que R’ soit la courbure scalaire, equivaut a I’existence dune fonction 
cp E C’( I’) rp > 0, solution de l’bquation differentielle. 
4(n - 1) ~A~+R~=R’cp’“+2’i(fl-2) 
n-2 
(Aq = -ViVicp) (1) 
oh R est la courbure scalaire de la varieti (V, g). Voir par exemple Aubin 
[l], Kazdan [S], Yamabe [lo]. 
( 1) On suppose v(R’) < (n(n - 2)/4) wf”. Soit $ E C’=( V), cp > 0 telle 
que AR’, $) y(R’, II/)< (n(n--2)/4)ui,“. 
Dans cette premiere partie de la demonstration du theoreme, le 
Laplacien A, la courbure scalaire R, I’element de volume et la distance sur 
V seront pris relativement a la mttrique $4”‘Z-2J g. 
Pour i E N, soit ‘pi E C” ( V) et 1, E Iw detinis par: 
(2) 
A, est choici de telle sorte que j R’(~frr’~~~” = 1. 
‘p,, est choici dans B(R’, II/) et virifie: J(cp,) < ,u(R’, $) + E et 
jR’&W-2)= 1, ou E est suffkamment petit (voir (9)). Ces deux dernieres 
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relations s’krivent dans la metrique g: J(cp,ll/)bp(R’, 1,9) +E et 
s ~‘(cpo~)zn!w)= 1. 
LEMME 1. Pour tout i cpI E QR’, II/), ‘pi 20, R’cp, & 0 et 
DPmor stration. Soit ‘p,+, ed(R’,IC/), (pip, 20, R’cp,-, f 0. 
Consitlkons la solution cp: de l’kquation: 
(3) 
Puisqile p > 0 il existe une mktrique conforme I g, g’ = (Iz$)~~(~ ‘) g telle 
que la :ourbure scalaire R” relative 1 cette mktrique soit strictement 
positive. Dans cette nouvelle mttrique l’kquation (3) s’krit: 
Soit .yO E V tel que h -‘v((x,) soit minimum sur C’, comme 
d(hC’cp )(?cg) < 0, h > 0, R’ > 0 et ‘pip, > 0 on dCduit que 
inf.,. ,.(hk’cp:) 20, done vi ~0. D’autre part en multipliant les deux 
membre; de l’kquation (3) par cp: et en intkgrant on obtient: 
posons alors 1; = (j R’+d”- 2))(2-,1)‘2,1 et cp, = L,cp: pour avoir la relation 
(2) avec cpi 20 R’cp, zk 0 et ;li >O. 
Pour tout 4 et $ E Hf b(& $) est une forme biliniaire, symltrique 
positive et vkrifie, pour tout 4 E H:(4) p )I q3 II i,;(, _ 2b 6 b(d, 4) < a (1 cj II Xz. 
Si I’OII multiplie les deux membres de la relation (2) par (pip, et si bon 
indgre sur V on obtient b(cpi, ‘pi- I) = Ai, si l’on fait la m&me oplration 
avec ‘pi on obtient b(cp,, cp,) = lj j R’q~jn+,~)‘(” - +pi d 2;. 
Puisque d’aprks l’inkgaliti: de Hijlder 
De p us: 
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il s’en suit 
CL~b(cpi,cpi)~li=b(cpi,cpi-,)db(cpi~,,cPi~I). 
Montrons maintenant que vi E 8(R’, tj): Soit 0 E F(R’, I,$), 
(6) 
n-2 
a(dVi) + ~ 4(n-1) 
Q( Rq .) = A .c( R’cp!“f 2Mn - 2) 
I ’ 1 ’ I 
Comme G est une isometric qui laisse invariante R’, comme 
(Pi I E 19( R’, 1/1), on peut tcrire: 
4w;) + 
n-2 
- R(ocp,) = ;ii R’cpjy+, 2)T(n ~ 2). 
4(n - 2) 
Compte tenu de I’unicite de la solution d’une telle equation a(~,) = ‘pi. 
Comme ‘pO E B(R’, @), cpi E B(R’, II/) pour tout i. 
LEMME 2. II existe x0 E V et une boule B(6) de centre x0 de rayon 6 > 0 
tels que pour toute boule B(S’) de centre x0 contenue duns B(6). 
si m(R’. $) x0 est jiini 
111 >
4p(R’, II/) suplrt y R’(x),;’ 
n( n - 2) ~0::” 
si m( R’, t,h)(x,,) = + ocj. 
Dhonstration. Montrons qu’il existe un point -yO E V tel que pour T toute boule B(6) de centre x0, hm;, + r. jets, R’c$‘(“-~‘> 0. Supposons 
que pour tout x E V il existe une boule B(6) de centre x de rayon 6 > 0 T 
telle que hm,, + r j,,, R’cpf”ifnh2)= 0. Comme V est compacte il existe p 
boules B(h,, x,) qui recouvrent V et telles que pour 1 <k < p, 7 
hm , _ + 3c JB(6t,ri, R’q2”iCHP 2, = 0, alors: 
1 = f &,fd”-“< i& R’cp, Zn;(n-21 
i+ fzc 
<5 i&i R’qpfni(n ~ 2) = 0. 
k=l i- + -x 
ce qui est absurde. 
Soient, alors les m points x,, x2 ,.‘., de l’ensemble 
{a(+,) 1 o~y(R’, II/), od l’on a choisi m=m(R’, I,$)(;; si m(R’, $)(x,,) est 
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fini, m :s (4,u(R’, rc/) SUP,~. ,,R(.u)/n(n - 2) o,$“)~:~ si m(R’, @) = + a. Soit 
6 > 0 tel que les m boules B(6, x~) soient disjointes lorsque k varie de 1 A m. 
Comme R’ et les fonctions cp, sont invariantes par les isomktries 
a~F(h’, t,h): pour tout k de 1 A m 
LEMME 3. On peut extraire de la suite ‘pi une sous suite ‘p, teile que pour 
tour j II loi Ilk, 3 C > 0 avec 1 <k, < 2n/(n - 2). 
Dhcnstration. Utilisons le iemme 2 et soit 6’~ 6 tel que 
supIG B( j’,roI R’(x) < R’(x,) + E oti E est suffisamment petit (voir 9)). SOit 
q E C” ( V) A support contenu dans B(6’, x,), 0 6 v] d 1 et telle que q = 1 sur 
B(6’/2, x0). 
Multipiions les deux membres de la relation (2) par q2’pt oti 1 < 
kg (n-t 2)/(n-2) et inttgrons sur V. 
Par ties intkgrations par parties sur le ler membre de cette tgalitt, en 
utilisan les inkgalitks de Hiilder pour le 2kme membre et en remarquant 
que l’in Ausion Hi c L, + , est continue on dtduit l’intgalitl suivante: 
x I/ ylcp;.k+ Il.2 I12,r.,,r-7, IIwlk:“~2112n~,,* 7) 
+c, llV(~rp~k+“~2)/12 +c:. (8) 
C, el C2, et dans toute la suite les C,, sont des constantes indkpendantes 
des fonctions cp,. 
D’aprks le lemme 1, pour tout i 1, 6 J(cp,) < p(R’, t,G) + E, et d’aprh le 
lemme 2 sBlb., R’cpyfn 2, < l/m. On en dtduit: 
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0 
lk ~ I ‘(n ~ 2)/4n 
A;( sup R’(x))‘” p2)ln R$2”1(“-2) 
XB(6’1 B(6’) 
2(n + 2) -(k + 1 )(n ~ 2):4n 
X 
0 
R’cpyc,“-2) 
B(6’) ) 
< (p(R’, $) + &)(R’(x,,) + E)(~-‘)‘~ mp”“. 
De plus, d’apres Aubin [Z], pour tout E > 0 il existe A(E) tel que pour 
tout 4~Ht I1411:,I:(,~-2J G((4/n+W?‘)+4 IIW:+&) lIdI:. 
La relation (8) s’ecrit alors: 
( 4 d - n(n - 2) 0:“’ +c: > (,u(R’, II/)+E)(R’(x~)+E)‘“~“~~ 
x n, -2,tt 
lIV(rlcP:.k+ “;2) II2 II V(vP~kfn’~.‘2) II2 
+c, IIv(rf(p;k+“;2)llJ +c2,. (9) 
En choisissant E suflisamment petit, k > 1 suflisamment proche de 1 et en 
utilisant l’hypothese du theoreme on deduit: 
lp7(rl(pjk+ I).’ ,Il: 6 c, IIV(wj”+” 2, II2 IIvscppl”~2) II2 
+ C, I( V(rf(p!” + I),?) )I z + C,, avec C3 < 1. 
11 s’en suit: pour tout i )I V(~(P:~+ I)“) I/ 2 6 C,, ce qui entraine 
J‘E(a.;2,(p:l’k+‘J.“r~‘)<Cg. 
Puisque d’apres le lemme 2 limi, + JI Je(a.:2, R’cpytflp2) > 0, 
-, _ + T. JB(ii.;.2) cp?‘” -2’ = a > 0. lim 
On peut alors extraire de la suite (cp,) une sous suite (cpi) telle que pour 
tout j: 
O<ad s 
,n+2J/nlk+l) 
s(a’~2) 
(py-2b 
0 Blb’.Z) 
(p/“‘k+lJ:ln-2J 
) 
X 
U 
(nk-Zl,‘n(k+l) 
q’k+ I)!(nkp2) 
E(d’,ZJ > 
<C, 
(i’ > 
(nk - ZJ,n(k f 1) 
8’6’/2) 
q(k+U;(nkL2~ 
Ceci en utilisant l’intgalite de Holder. 
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POSOIIS k, = n(k + 1 )/(nk - 2), le choix de k donne: 1 <k, < 2n/(n - 2), il 
s’en suit: 
II (P, Ilk, 2 II ‘Pillk,,B,6,.2),  c7 > 0. 
Fin de II DPmonstration de la Partie 1 du ThPorhme 
La suite (cpj) du lemme 3 est bornte dans Hf d’apres le lemme 1 puisque 
pour to It j .I( cpj) 6 J( cpO). On peut done en extraire une sous suite ( qa) qui 
converg: vers cp faiblement dans H:, fortement dans Lk, et presque partout, 
k, &tan defini dans le lemme 3. D’autre part des relations (5) et (6) on 
deduit: 
lim b(cpk--k-Ir(Pk-(Pk--l)=O 
i--c*, 
alors d’apres (4) 
lim II(Pk-(Pk~L112n,n~2=” 
i-+-I 
et par suite lim II~k-(Pk-IIIH;=O. 
I - + % 
La SL ite ((Pi ~, ) converge done, comme la suite ((Pk) faiblement dans Hy 
fortement dans L,, et presque partout vers la fonction cp. 
On peut Ccrire: pour tout 4~ Hf 
De plus d’apres le lemme 1, (A,) est une suite decroissante minoree par p 
et converge done vers ABE. En passant a la limite on obtient: pour tout 
4EH: 
tn - ’ ) / &$ = ;1 1 R’cp,” + 2b(n - 2’4. 
4(n - 1) 
Les thtoremes de regularite classiques disent que cp E C=( V) et veritie 
n-2 
dV+4(n-l) 
Q, = ~R’#n+2);(-2I, (10) 
cp >, 0 c:t ne peut &tre identiquement nulle puisque d’apres le lemme 3 
II (Pk Ilk, 2 C > 0, le principe du maximum entraine cp > 0. cp’ = ((n + 2)/ 
4(n- 1))1)‘“~“‘4 cp est alors solution de l’equation (1). 
(2 I On suppose que v(K) = (n(n - 2)/4) IX:!” et qu’il existe tiO >O de 
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classe C”, ‘pO EB(R’, I++) veriliant J R’(~o$o)Zn’(n-2’= 1 et J((p,$,) 
y(R’, I/Q,) = (n(n - 2)/4) co;“‘. 
Pour construire la suite (cp,) en utilisant la relation (2) on choisit cpo 
delinie darts l’hypothbe et on se place dans la metrique ~~‘(“-2)g. On peut 
alors ecrire s R’cp p(n-21=l et J(cp,jy(R’,$,)=(n(n-2)/4)@“. 
De la definition de v(K) on deduit: pour tout rp verifiant 
j Rl(p2,,‘(,, 2) = 1 J(q) 2 J(cp,). En particulier pour tout i J( cp,) 2 J(cp,). 
Le lemme 1 montre alors que pour tout i J(cp,)=b(cp,, ‘pip ,) = 
A, = J(cp,). I1 s’en suit J(cp, -‘pip ,) = 0 c’est-a-dire (pi = (pi- ,. ‘p. est done 
solution de l’equation (10) ce qui termine la demonstration de la partie 2 
du theoreme. 
DPmonstration du Corollaire 1. Pour la sphere normle S, munie 
de sa metrique standard R = n(n - 1) WY. Comme par hypothese 
SUP,,;~ R’(x)‘“-“‘2/m( R’, l)(x) < (j R’)‘” ~ 2)iz, en prenant dans la dtfi- 
nition de v(R’) $ = 1 et cp = (s R’)(2-n’i2’* on deduit 
v( R’) < n(n - 2) u2,‘n 
4 n . 
Si l’inegalite est stricte on applique la partie 1 du thloreme. 
Si v( R’) = (n(n - 2)/4) w?“, $ = 1 et cp = (s R’j(2P”)!2” vtrilient les 
hypotheses de la partie 2 du theoreme. 
DPmonstration du Corollaire 2. Comme R’ est une fonction radiale de 
pole p, R’ est invariante par toutes les isomltries de S, qui laissent lixe p et 
son point diametralement oppose p’. On vlrifie done immtdiatement que 
m( R’, 1 )(I?) = m( R’, 1 )(p’) = 1 et m(R’, 1 )(x) = + co si x # p et x # p’. I1 
suffit alors d’appliquer le corollaire 1. 
Demonstration du Corollaire 3. Comme R’ est une fonction radiale de 
pole p et 3 R’(p) < 0, p rtalise un minimum de R’ sur une boule de centre p 
de rayon 8. Soit dans la metrique standard, la famille de fonctions tik(x) = 
((l/k)+ry’“2L ((l/k)+f~?~)‘-(~.‘~’ pour r>S et ijk(x)=O pour r>b 
ou r = d(p, x). Un developpement limit6 en k, identique a celui fait dans 
Aubin [1] montre que lim,, +a J($,)(s R’$~(“P2))‘2-n)‘n= 
n(n- l)w~Rr(p)lZ-+, et si n 24 le second terme du developpement 
limite a le signe de AR’(p) et est done negatif. If existe a!ors une 
fonction radiale cp de pole p de classe C’” telle que J R’(p2”‘(n-2) = 1 et 
J(q) < n(n - 1) c~~~“R’(p)‘~-~‘~“, en particulier cp E O(R’, 1). I1 s’en suit 
p( R’, 1) < n(n - 1) wiinR’( p)” n)‘n. De plus, puisque R’(p’) < R’(p) et 
m(R’, I)(X)= +cc si x#p et x#p’ y(R’, l)=R’(p)‘“-‘Ii”, on en deduit 
v( R’) < n(n - 1) WY et on applique le theoreme. 
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Dkmorstration du Corollaire 5. Utilisons la dkfinition de v et prenons 
q = 1, utilisons la dkfinition de p( 1, 1) et prenons cp = 1. On obtient: 
1’ < 
(n-2) J ‘RQ-w d-1) 2,n 4( n - 1) m21n 4 n ’ 
Si 1’ 6 (n(n - 2)/4) c$” on applique la pat-tie 1 du thtorime. 
Si v = (n(n - 2)/4) oi”‘, pour $ = 1 et cp = 1 on applique la partie 2 du 
thkorkmc . 
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